La série harmonique

Pour n naturel non nul , on pose

1
Hn = —.
D %
k=1
1) H, tend vers +oco quand n tend vers +oo.
Pourn > 1,
1
HnJr] *Hn = n——i—] > 0.

Donc la suite (Hy )nen+ est strictement croissante et admet ainsi une limite dans ] — oo, +00]. Ensuite, pour n > 1,
2n
1 1 1 1
Hzn — Hny = - > — =M X — ==
m—Hu= ) K~ 2 n )
k=n+1 k=n+1

On en déduit que la suite (Hyp )nen+ n’est pas de CAUCHY et donc diverge. Finalement

lim H, = 4o0,

n—+oo

ou encore, la série harmonique diverge.

2) Equivalent de H,, quand n tend vers +oo

1
Soit n > 2. La fonction t — n est continue et décroissante sur ]0,+oo[. On en déduit que
1 k+1 1 k 1
pourk}],—}J —dtetpourk}Z,—gJ' — dt.
k™) ot k" Ji
En sommant ces inégalités, on obtient
n ] n k+1 ] n+1 ] n ] n ] n k ] n]
- > —dt= —dt=1 1) et —=1 — <1 —dt=1 —dt=1+Inn.
l;k ;L t L t n(“+)el;k +gk *ZJ t +J t i

Ces inégalités restent vraies pour n =1 et donc
vn>1 Inn+1)<H, <1+ Inn
et en particulier

Hn ~ Inn.
n— 400

3) Convergence de la suite (H,, — Inmn) en-.
Pour n > 1, posons u,, = H, —Inn.
1lére étude. Soit n > 1.
1 1 T o 1
Uni] — Up = o (In(n+1)—Inn) = 1 —J'n " dt:L (— - —) dt.

1 1 1
Or la fonction t — m est décroissante sur ]0, +o0o[ et donc sur [n,n + 1]. Par suite, pour t € [n,n+ 1], e < 0. Par
positivité de l'intégrale, on en déduit que w11 —u, < 0. La suite (Wn )nens est done décroissante.
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De plus , d’aprés 2), pour n > 1,
O0<Inn+1)—Inn<H,—Inn=u, <(T+lnn)—Inn=1,

et donc, pour n > 1, u, € [0,1]. Ainsi, la suite (u,) est décroissante et minorée par 0 et donc converge vers un certain
réel positif noté y. Enﬁn7 puisque Yn € N*, 0 < u, < 1, par passage a la limite, on a y € [0, 1].

la suite (H,, — Inn)nen+ converge vers un réel de [0, 1] noté y. v s’appelle la constante d’EULER.

2éme étude. Pour n > 1, on pose aussi v, = H, —In(n+1). On a

n+1 1 1
epourn>1, uny —uy, =—(In(n+1)—Inn) = J (n——i-1 - ¥) dt < 0. La suite (un )nen+ est décroissante.
‘rln+2 1 1
eV i1~V = e (Inn+2)—Inn+1)) = Jn+1 (n—H — ;) dt > 0. La suite (v, )nen+ est croissante.

1
eu, —vpo=Inn+1)—Inn=1In (1 +H) et lim (up, —vn)=0.

n— 400

n n
1 1
Donc, les suites (Un Jnen+ et (v )1 € N* sont adjacentes. On en déduit que les suite <Z D In n) et (Z X In n)
k=1 nen* k=1 nen*
sont adjacentes et convergent donc vers une limite commune & savoir v, la constante d’EULER. En particulier, puisque la

suite (Un)nen+ décroit vers y et que la suite (v )nen+ croit vers y, on a

o (5 2) e ve (£1)n

3éme étude. Quand n tend vers +o0,

o=y n(1+3) - (0 ) (20 () -0 (2)

Donc, la série de terme général u, 1 —u,, converge. Maintenant, on sait que la suite (1 )nen- est de méme nature que
la série de terme général 1,1 — wy. On retrouve ainsi la convergence de la suite (1t )nens-

= Pl K41 1 k
Commeun—u1+z Uk — Uk) —1+Z(——l )—1+Z(——1n ),quandntendvers+oo,on

= k+1 k —1
+o00 1
obtlenty:1+Z(E—lnn1>-Enresume
n=2
Hy = 1 Moty=1+Y (1w
no= nn+vy-+o ouy = Z Einn—l .

4) Valeurs approchées de v.

1
On a vu précédemment que pour n > 1, v, <y < u, avec U, — v, =1In (1 + E) et donc

vn>1, Ogy—vngln(1+%>.

Par suite,

1073 1 1073 1

-3

Ainsi, la valeur exacte de vp00 est une valeur approchée de y a

1073
— prés de Va0 est une valeur approchée de y a 1073 prés car

prés. Mais alors une valeur approchée & de v2p00 &

by — o < by —vao000l + V2000 — o < —— + —— =1073.
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On calcule donc & la machine vy000 arrondi & la troisiéme décimale la plus proche et on obtient

v =0,577 4 1073 prés.

5) Equivalent de H,, —Inn —y.
Pour n > 2, d’aprés le calcul fait a la fin de 3),
n +o0 +o0
1 k 1 k k 1
Hp —lnn—vy =1 Selm—— | =1 S lm— = In— — ).
nomney <+k;<k nk—1>> <+k;<k nk—1>> 2 <nk—1 k>

Quand k tend vers 400, on a

L 0 1 W S S S O 0 B
Tk 2k2? k2 k 2k2 2k(k—1) 2\k—1 k)’

D’aprés la régle de I'équivalence des restes de séries & termes positifs convergentes, on a alors

+oo
1 1 1 1
H,—-Inn—vy ~ Z 3 (m — E) =7 (série télescopique).

n—+oo
=n+1

1
Donc, Hy —Inn—vy ~ —— ou encore
n——+oo Zn

1 1
Hn T lnn+y+%+o (E)

6) Pour n > 2, H, n’est pas entier.

Montrons par récurrence que pour tout n > 2, il existe des entiers naturels non nuls p,, et g tels que Hy, = 21);4] (Hn
est alors le rapport d’un entier impair sur un entier pair et en particulier n’est pas entier). n
e Pour n =2, H2:1—|—%: % et on peut prendre p; =q7 = 1.
e Soit 1 > 2. Supposons que pour tout entier k € [2,n], il existe des entiers naturels non nuls py et gy tels que
Hy = 2py +1 '

2qx

ler cas. Sin est pair, on peut poser n =2m ot m > 1. On a alors

1
_ = H P
2 1
_ PZZ(;;: + o (par hypothése de récurrence)

2p2m +D2M + 1) +2qom 2 X (pom + M+ 2Mmpom + qom) +1  2pomy1 +1

Hn+1 = Hn +

2qom(2m+1) - 2 x (dam(2m +1)) 2q2m+1

Ol P2m+1 = P2m + M+ 2mp2m + d2m €t d2m+1 = q2m(2m + 1) sont des entiers.
2éme cas. Si n est impair, on peut poser n =2m — 1 ou m > 2. On a alors

1 &1 & 1 L.
n =M =) p=) ot ) mog et ) o
k=1 k=1 k=1 k=1
Onadéga2<m<m+m—1=2m—1=n et par hypothése de récurrence, il existe des entiers p,, et qm tels que
2 1 — K
Hm = pg:% D’autre part, aprés réduction au méme dénominateur, ]; T s’écrit sous la forme T ouKetL
sont des entiers naturels non nuls. Par suite,
o 12pm +1 N K 2pm +DRL+1)+2x2Kqm  2(pm + L+ 2Lpm +2Kqm) + 1 2pom + 1
T ) T 2gm 2L+1 2x2qm(2L+1) N 2 x (2qm(2L+1))  2qom

ou Pa2m = Pm + L+ 2Lpm + 2Kgm et q2m = 2qm (2L + 1) sont des entiers naturels non nuls.
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2pn+1 +1

Dans tout les cas, on a trouvé des entiers naturels non nuls pn4+1 et qny1 tels que Hypq = . On a donc montré

zqn-H
par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, il existe des entiers naturels non nuls p,, et q, tels
2pn +1 -
que Hy = ———— et en particulier,
2qn

vn € N\ {0, 1}, H,, n’est pas entier.
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